Uberraschungen mit Wartezeitverteilungen im Pélyaschen Urnenmodell

NORBERT HENZE, KARLSRUHE, UND REIMUND VEHLING, HANNOVER

Zusammenfassung: In einem speziellen Urnenmo-
dell von Polya werden jeweils nach Entnahme ei-
ner Kugel diese Kugel sowie eine weitere Kugel der
gleichen Farbe zuriickgelegt. Bei elementaren Warte-
zeitproblemen in diesem Modell ergeben sich iiberra-
schende Wendungen.

1 Einleitung

Stochastik in der Schule ist derzeit von einem (meist
nur vermeintlichen) Anwendungsbezug dominiert,
wobei Rezepte im Vordergrund stehen und inhaltli-
ches Verstiandnis auf der Strecke bleibt, siche Hen-
ze (2018). Mit diesem Aufsatz mochten wir die-
sem Zustand entgegenwirken und aufzeigen, dass
einfach gestellte Probleme zahlreiche Moglichkeiten
fiir die Modellierung bereithalten und das stochasti-
sche Verstindnis fordern konnen.

Diesem Zweck diene das folgende von Pélya (1930)
zur Modellierung ansteckender Krankheiten vorge-
schlagene Urnenmodell. Eine Urne enthalte r rote
und s schwarze Kugeln. Es wird rein zufillig eine
Kugel gezogen und diese sowie c weitere Kugeln der-
selben Farbe in die Urne zuriickgelegt. Nach jeweils
gutem Mischen wird dieser Vorgang in unabhéngi-
ger Folge wiederholt. Zieht man insgesamt n-mal, so
besitzt die Anzahl der gezogenen roten Kugeln die
sogenannte Pdlya-Verteilung, siche Henze und Veh-
ling (2021) oder Henze (2021), Kapitel 14. Was uns
im Folgenden interessiert, ist ein Wartezeitproblem,
und dieses auch nur im speziellen Fall ¢ = 1, wo-
bei wir zundchst r = s = 1 voraussetzen. Eine Urne
enthalte also zu Beginn eine rote und eine schwar-
ze Kugel. Es werden nach obigem Modus der Rei-
he nach solange Kugeln gezogen, bis die rote Kugel
auftritt (was schon im ersten Zug erfolgen kann). Wir
leiten die Verteilung der mit X bezeichneten Anzahl
der dafiir notigen Ziige her. Es zeigt sich, dass X zwar
mit Wahrscheinlichkeit eins einen endlichen Wert an-
nimmt, aber keinen Erwartungswert besitzt. Startet
man mit einer roten Kugel und einer beliebig grofien
Anzahl s schwarzer Kugeln, so erscheint die (einzi-
ge) rote Kugel immer noch mit Wahrscheinlichkeit
eins in endlicher Zeit. Legt man zu Beginn eine zwei-
te rote Kugel in die Urne, so besitzt die Anzahl der
Ziehungen bis zum Auftreten einer roten Kugel un-
abhingig von der Anzahl vorhandener schwarzer Ku-
geln einen endlichen Erwartungswert. Uberraschen-

derweise dndert also eine zweite rote Kugel Entschei-
dendes, siehe hierzu auch Henze (2020).

2 Eine Bliitenaufgabe

Die folgende Aufgabe wurde vom zweiten Autor in
einem Grundkurs gestellt: Eine Urne enthilt zu Be-
ginn eine bestimmte Anzahl an roten und schwarzen
Kugeln. Es wird rein zufillig eine Kugel entnommen.

¢ Ist diese rot, so wird diese und eine weitere ro-
te Kugel in die Urne gelegt, und der Urnenin-
halt wird gut gemischt.

* Wird eine schwarze Kugel gezogen, so wird
diese und eine weitere schwarze Kugel in die
Urne gelegt, und der Urneninhalt wird wieder
gut gemischt.

Dieser Ziehungsvorgang wird mehrfach fortgesetzt.

a) In der Urne befinden sich zu Beginn zwei ro-
te und drei schwarze Kugeln. Die Ziehung
wird zweimal durchgefiihrt. Bestimmen Sie
die Wahrscheinlichkeit, dass

i) beide Kugeln rot sind,
ii) genau eine Kugel rot ist,
iii) keine Kugel rot ist.

b) Die Ziehung wird dreimal durchgefiihrt. Be-
stimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass alle
drei Kugeln rot sind.

¢) In der Urne befinden sich rote und schwarze
Kugeln, wobei es genau eine schwarze Kugel
mehr gibt. Es wird zweimal gezogen. Ermit-
teln Sie die Anzahl an roten und schwarzen
Kugeln zu Beginn, wenn die Wahrscheinlich-
keit, genau zweimal eine rote Kugel zu ziehen,
20% betragt.

d) In der Urne befinden sich nun eine rote und ei-
ne schwarze Kugel. Wieder wird die besonde-
re Regel beim Ziehen angewendet. Das Expe-
riment ist beendet, wenn die gezogene Kugel
rot ist. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass man nach dem ersten (zweiten, drit-
ten, vierten, ...) Zug fertig ist.

Obwohl Aufgaben im Umfeld von Urnenziehungen
Schiiler(inne)n hinldnglich bekannt sind, bereitete ih-
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nen dieser ungewohnte Ziehungsmodus Schwierig-
keiten, und sie trauten sich nicht, wie gewodhnlich mit
einem Baumdiagramm zu starten. Einige wéhlten in
Ermangelung von Ideen sogar den Binomialansatz,
was irgendwie verstdandlich ist, denn in einem Grund-
kurs in Niedersachsen gibt es — bis auf das Ziehen oh-
ne Zuriicklegen — nur die Binomialverteilung. Scaf-
folding war angesagt! Es geniigte letztlich der Hin-
weis, sich zu trauen und ein Baumdiagramm zu ver-
wenden, um gemeinsam eine Teilwahrscheinlichkeit
zu bestimmen. Danach konnten alle die Aufgabentei-
le selbststiandig bearbeiten.

Die obige Aufgabe ist als selbst differenzierende sog.
Bliitenaufgabe mit mehreren zunehmend anspruchs-
volleren Teilaufgaben zum gleichen Kontext konzi-
piert. Aufgabenteil c) zeigt eine Vernetzung zur Al-
gebra (Losung einer Bruchgleichung) auf und stellt
die Strategie des Riickwértsarbeitens in den Vorder-
grund. Aufgabenteil d) ist die Bliite. Hier wird der
Fokus schon auf Wartezeitprobleme gelegt.

Die Schiiler(innen) haben sich intensiv mit den Pro-
blemstellungen auseinandergesetzt und konnten ins-
gesamt gute Ergebnisse erzielen. Beim Aufgabenteil
d) — der den groBten Anforderungscharakter hatte —
erkannten sie das zugrunde liegende Muster, und sie
waren stolz, diesen Teil gelost zu haben. Abschlie-
Bend wurde gemeinsam die folgende Problemstel-
lung gelost:

In der Situation von Aufgabenteil d) zéhlt die Zu-
fallsvariable X die Anzahl der Versuche, bis das
Experiment endet. Wie groB ist P(X > 10), also
die Wahrscheinlichkeit, mindestens 10 Ziehungen
bis zum Ende zu bendtigen (siche Abschnitt 3)?
Natiirlich ist diese letzte Problemstellung anspruchs-
voll. Schiiler(innen) finden aber auch solche Heraus-
forderungen motivierend. Insgesamt war der Unter-
richt gepriagt von einer Balance zwischen Instruktion
und Konstruktion. Fragt man nach dem Erwartungs-
wert von X, so gelangt man zur harmonischen Reihe
und der Erkenntnis, dass es Zufallsvariablen gibt, die
keinen Erwartungswert besitzen, siche Abschnitt 3.

3 Eine rote und eine schwarze Kugel

Wir legen die Situation von Aufgabenteil d) zugrun-
de. Die Zufallsvariable X bezeichne die Anzahl der
Ziehungen, bis die rote Kugel gezogen wird. Hier
stellen sich unmittelbar folgende Fragen: Welche
Verteilung besitzt X ? Wird die rote Kugel mit Wahr-
scheinlichkeit eins in endlicher Zeit, also irgendwann
einmal, gezogen? Welchen Erwartungswert besitzt
X?

Die erste Frage lasst sich sofort mit der ersten Pfad-
regel beantworten: Fiir jedes k tritt das Ereignis {X =
k} genau dann ein, wenn (k — 1)-mal hintereinander
eine schwarze und dann die rote Kugel gezogen wird.
Aufgrund des Ziehungsmodus gilt
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k=1,2,3,.... Abb. 1 zeigt das Stabdiagramm der
Verteilung von X.
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Abb. 1: Stabdiagramm der Verteilung von X

Dass die Summe aller Wahrscheinlichkeiten gleich
eins ist und damit die zweite Frage eine positive Ant-
wort erfahrt, kann man zum einen wie folgt einsehen:

Wegen
1 1 1

kk+1)  k k+1

(hier ist die Lehrkraft als Ideengeber gefragt, die lin-
ke Seite als Differenz zweier Stammbriiche schrei-
ben zu konnen) entsteht beim Summieren der Wahr-
scheinlichkeiten P(X = k) tiber k von 1 bis n
ein bisweilen auch als Teleskopeffekt bezeichneter
Ausloschungseffekt, der sich in der Gleichung

1
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widerspiegelt. Da die rechte und damit auch die lin-
ke Seite fiir n — oo gegen 1 konvergiert, wird die rote
Kugel in der Tat mit Wahrscheinlichkeit eins in end-
licher Zeit gezogen.

Noch einfacher erschlieft sich dieser Sachverhalt,
wenn man gleich nach der Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses {X > n} fragt. Dieses Ereignis tritt genau
dann ein, wenn jeder der ersten n Ziige eine schwar-
ze Kugel ergibt, und die Wahrscheinlichkeit hierfiir
ist nach der ersten Pfadregel gleich
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n n+1
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Insbesondere ergibt sich P(X > 10) = P(X > 9) =
1/10. Abb. 2 zeigt die ,,Uberschreitungswahrschein-
lichkeiten “ P(X > n). Weil diese fiir n — oo zu lang-
sam gegen null konvergieren, existiert der Erwar-
tungswert von X nicht, siehe die Uberlegungen am
Ende dieses Abschnitts.
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Abb. 2: Die Wahrscheinlichkeiten P(X > n)
Durch Ubergang zum Gegenereignis folgt
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was gleichbedeutend mit (2) ist.

Wir fragen nun, wie viele Ziige man im Mittel wartet,
bis die rote Kugel auftritt, also nach dem Erwartungs-
wert von X. Wegen

E(X) = 1-P(X=1)+2-P(X=2)+3 -P(X=3)+...

I 1 1
= 5 + g + Z +...

und der Tatsache, dass diese Summe iiber alle Gren-
zen wichst, besitzt X keinen Erwartungswert. Da X
eine nichtnegative Zufallsvariable ist, spricht man
auch davon, dass der Erwartungswert von X gleich
unendlich ist. Man wartet also im Mittel unendlich
lange auf die rote Kugel. In Abschnitt 4 zeigen wir,
wie man Schiilerinnen und Schiilern diesen Sachver-
halt , erfahrbar machen kann®.

Dass die Summe

I 1 1 1 1
> + 3 +—-+-+...+ "
bei wachsendem n irgendwann jede noch so grofe
vorgegebene Zahl tibersteigt und damit ,,unendlich
grof} ist“, konnen Schiilerinnen und Schiiler am ein-
fachsten begreifen, indem sie sich klar machen, dass
fiir jedes ¢ > 1 die 2 Summanden

1 1 1
21 T Ty

jeweils durch

nach unten abgeschitzt werden konnen und somit in
ihrer Summe mindestens 1/2 ergeben. Folglich wird
beliebig oft mindestens 1/2 aufsummiert, sodass die
Behauptung folgt.

Da X eine nichtnegative ganzzahlige Zufallsvaria-
ble ist, kann man auch auf anderem Wege feststel-
len, ob der Erwartungswert von X existiert, und
man ist zur Bestimmung des Erwartungswertes nicht
auf die Darstellungsformel ,,Summe aus Wert mal
Wahrscheinlichkeit“ angewiesen. Fiir eine allgemei-
ne nichtnegative ganzzahige Zufallsvariable Z gilt
namlich _
E(Z) =2 P(Z>)), 5)
j=1
wobei das Gleichheitszeichen auch fiir den Fall, dass
beide Seiten den Wert unendlich annehmen, beste-
hen bleibt. Nimmt Z nur die Werte 1,2,...,n an, so
konnen Schiilerinnen und Schiiler die obige Gleich-
heit (mit n anstelle von eo) sofort einsehen, denn mit
der Abkiirzung py :=P(Z = k) gilt

E(Z) = 1-p1+2-p2+3-p3+...+n-p,
= i+ p2t+ p3t+...+
+ p2t+ p3t...+  pa

+ DPn
= PZ>1)+P(Z>2)+...4P(Z>n).

Ein allgemeiner Beweis verwendet die Identitit
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Mit (3) gilt
1
PX>j)=PX>j-1)=-
J

sodass man beim Summieren {iber j direkt mit der
harmonischen Reihe konfrontiert ist.

4 Ein unendlicher Erwartungswert —
iiber Simulationen erfahrbar?

Wir haben gesehen, dass die zufillige Anzahl der
Zige, bis die rote Kugel gezogen wird, einen unend-
lichen Erwartungswert besitzt. Wie konnen Schiile-
rinnen und Schiiler diesen Sachverhalt begreifen?




Hier bietet sich an, die zu Beginn von Abschnitt 3
vorliegende Situation mithilfe von Pseudozufallszah-
len, die im Intervall (0,1) gleichverteilt sind, wie
folgt zu simulieren: Man wihlt eine Zahl &k und fiihrt
einen Zahler j ein, der von 1 bis maximal . lauft.
Bezeichnet x; die j-te erhaltene Pseudozufallszahl,
so stoppt man die Simulation mit dem Wert j, falls
erstmalig die Ungleichung x; < 1/(j+ 1) erfiillt ist,
spatestens aber dann (und ohne einen Wert erhal-
ten zu haben), wenn der Laufzihler auch den Wert
k abgearbeitet hat. Diese Simulation wiederholt man
jeweils mit einem anderen Startwert des Pseudozu-
fallszahlengenerators n-mal.

Bezeichnet H, ; die Anzahl der Male, bei denen
sich bei der Simulation der Wert j ergeben hat, j €
{1,...,k},sokonnen die Werte H, 1,...,H, als (ab-
solute) Haufigkeiten von Realisierungen der Zufalls-
variablen X aufgefasst werden, wenn X einen Wert
annimmt, der hochstens gleich k ist, also das Ereig-
nis {X < k} eintritt. Was passiert nun, wenn wir al-
le erhaltenen Werte mitteln? Da wir fiir jedes j €
{1,...,k} H, j mal den Wert j beobachtet haben und
insgesamt H), | + ...+ H, ; Werte vorliegen, ist dieser
arithmetische Mittelwert durch

B 1 “H, +2‘Hn,2+---+k'Hn,k

a Hn,1+-'-+Hn,k

gegeben. Da sich die nach Division durch n erhalte-
nen relativen Haufigkeiten H, ;/n fiir wachsendes n
gegen die theoretischen Wahrscheinlichkeiten P(X =
J) stabilisieren (Gesetz grofier Zahlen!) und sich e, x
nicht andert, wenn man Zihler und Nenner durch n
dividiert, sollte sich e, x bei wachsendem n gegen den
sogenannten bedingten Erwartungswert

1-PX=1)+...+k-P(X =k)
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von X unter der Bedingung X < k stabilisieren. Nach
4) gilt P(X < k) =k/(k+ 1), und mit (1) folgt
k+1
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wobei allgemein Hy = 1 +1/2+ ...+ 1/¢ die
{-te harmonische Zahl bezeichnet. Wegen H, ~
Inn 4 C mit der Euler—-Mascheroni-Konstanten C =
0.57721... (fur eine Herleitung auf Kursstufenni-
veau siche Henze (2019)) folgt

EX|X <k]~Ink+C—1. (6)

Abb. 3 zeigt die Erwartungswerte E[X|X < k] sowie
ein Schaubild der in (6) gegebenen approximativen
Werte.
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Abb. 3: Bedingte Erwartungswerte und
Approximation (6)

Fiir das Zahlenbeispiel £ = 10000 ergibt sich der auf
zwei Nachkommastellen gerundete Wert 8,79. Erhal-
ten wir also die Information, dass die rote Kugel bis
spatestens zum zehntausendsten Zug gezogen wurde,
so tritt sie im Mittel nach knapp 9 Ziigen. also sehr
friih, auf.

5 Eine rote und s schwarze Kugeln

Wir nehmen jetzt an, dass die Urne zu Beginn eine
rote und s schwarze Kugeln enthilt, wobei zunichst
s > 2 vorausgesetzt sei. Wird jetzt (unter Beibehal-
tung der Ziehungsmodalititen) die rote Kugel im-
mer noch mit Wahrscheinlichkeit eins in endlicher
Zeit gezogen? Wenn man Schiillerinnen und Schiiler
das Problem mit s = 1000 oder s = 1000000 stel-
len wiirde, wiirden sie vielleicht spontan antworten,
dass diese Wahrscheinlichkeit immer kleiner wird, je
groBer s ist, und dass sie vielleicht bei wachsendem
s gegen null konvergiert. Bezeichnet X; die Anzahl
der Ziige, bis die rote Kugel erscheint, so wiirden
Schiilerinnen und Schiiler vielleicht erst den Spezial-
fall s = 2 angehen. Die Wahrscheinlichkeit, dass die
rote Kugel in keinem der ersten k Ziige auftritt, was
gleichbedeutend mit dem Eintreten des Ereignisses
{Xa > k} ist, berechnet sich nach der ersten Pfadre-
gel zu

]P)(XQ > k) =
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+
—
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k+2°

Die Wahrscheinlichkeit des komplementiaren Ereig-
nisses, dass die rote Kugel spitestens nach £ Ziigen
auftritt, ist demnach

2

P(X, <k)=1-———.
(2 < k) k2




Da dieser Ausdruck fiir £ — o gegen eins konver-
giert, wird klar, dass auch in diesem Fall die rote Ku-
gel mit Wahrscheinlichkeit eins in endlicher Zeit ge-
zogen wird.

Was passiert nun bei allgemeinem s? Da die Urne zu
Beginn eine rote und s schwarze Kugeln enthilt, ist
die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die rote Kugel in
keinem der ersten k Ziige auftritt, also das Ereignis
{X; > k} eintritt, nach der ersten Pfadregel gleich

s s+1 s+k—2 s+k—1
P(X,>k) = . .
(X, > &) s+1 s+2 s+k—1 s+k
S
 sH+k

Der Ubergang zum Gegenereignis liefert jetzt

N
PX;<k)=1——, k>1. 7
K<h=1-—", k> )

Obwohl diese Wahrscheinlichkeit fiir festes k bei
wachsendem s gegen null konvergiert, strebt sie
— und das ist der springende Punkt — bei festem,
noch so groflen s beim Grenziibergang k — oo gegen
eins. An dieser Stelle dimmert es Schiilerinnen und
Schiilern vielleicht, welche , Kraft® hinter dem Un-
endlichkeitsbegriff steht. Die Sprechweise ,.in endli-
cher Zeit* bedeutet ja gerade, dass man beliebig viele
Ziehungen machen darf.

Natiirlich kann man aus (7) durch Differenzbildung
die Wahrscheinlichkeit P(X; =),k > 2, zu

P(X,=k) = PX, <k —-PX,<k—1)

S T R P
s+k s+k—1

(s+k—1)(s+k)

erhalten. Diese Darstellung gilt auch fiir k = 1, und
sie enthilt den Spezialfall s = 1.

Man mache sich klar, dass die Ausgangssituation die-
ses Abschnitts, namlich eine Urne mit einer roten
und s schwarzen Kugeln, auch in der Situation von
Abschnitt 3 auftritt, wenn die ersten s — 1 Ziige je-
weils eine schwarze Kugel ergaben, also das Ereig-
nis {X > s} eintritt. Die Ausgangsituation dieses Ab-
schnittes ergibt sich also in Abschnitt 3 unter der Be-
dingung {X > s}. Da fiir jedes j > 1 das Eintreten
des Ereignisses {X = s+ j— 1} unter obiger Bedin-
gung aus stochastischer Sicht gleichbedeutend damit
ist, dass das Ereignis {X; = j} eintritt, gilt

P(X,=j)=P(X =s+j—1]X >5).

Da allgemein die mit P(A|B) bezeichnete bedingte
Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A unter der Be-
dingung, dass das Ereignis B eintritt, durch

P(ANB)

PAIB) = 5

definiert ist, und weil wegen j > 1 aus dem Ereignis
{X = s+ j— 1} das Ereignis {X > s} folgt, ergibt
sich

PX=s+j—1) s ®

P(Xs:j) = P(XZS) 5 -

Diese begrifflich hergeleitete Gleichung zeigt, dass
die Verteilung von X, gleich der bedingten Vertei-
lung von X — s+ 1 unter der Bedingung X > s ist.
Natiirlich kann man Gleichung (8) auch durch Ein-
setzen mithilfe von (1) (mit £ = s+ j— 1) und wegen
PX >s)=P(X >s—1)) aus (3) (mit n =s—1)
herleiten.

6 Eine zweite rote Kugel bewirkt
Wunder

Wir legen jetzt zwei rote und eine schwarze Kugel
in die Urne. Wieder interessiert uns die jetzt mit Y
bezeichnete Anzahl der Ziige, bis eine der beiden ro-
ten Kugeln gezogen wird. Dabei legen wir wie bisher
beim Ziehen einer schwarzen Kugel diese sowie eine
weitere schwarze Kugel in die Urne zuriick. Das fol-
gende, mithilfe der frei zuginglichen Statistiksoftwa-
re R erstellte Programm schitzt den Erwartungswert
von Y durch eine auf 10° Wiederholungen fuBende
Simulation.

n < —1000000; AnzahlZuege< —1:n
for (i in 1:n)
{
Urne<—c(1,1,0); Anzahl<—1
Kugel<—sample(Urne,1)
while ( Kugel !=1)
{
Urne<—c(Urne Kugel)
Kugel<—sample(Urne,1)
Anzahl<—Anzahl+1

}

AnzahlZuege[i]<—Anzahl

}

Die Simulation in R ist sehr kompakt und fast selbst-
erklarend. Zuerst wird die Anzahl der Simulationen
festgelegt (hier: 10%). Der Befehl c(1,1,0) erzeugt
einen Vektor mit den Eintragen (1,1,0). Hierbei ste-
hen die beiden Einsen fiir jeweils eine rote und die
0 fiir eine schwarze Kugel. Die zufillige Ziehung




genau einer Kugel aus der Urne wird mit dem Be-
fehl sample(Urne,l) realisiert. Solange keine rote
Kugel auftritt, wird die Urne mit einer zusétzlichen
schwarzen Kugel (Zahl 0) gefiillt. Diese Befiillung
geschieht mit dem Befehl c¢(Urne, Kugel). Der Vek-
tor (hier: Urne) wird mit einem weiteren Element
gefiillt (hier: Kugel). Danach wird wieder gezogen,
usw. Der erhaltene Mittelwert 1,995443 ist ein sehr
guter Schatzwert fiir den Erwartungswert (der, wie
wir gleich sehen werden, gleich 2 ist).

Es kann auch die maximale Wartezeit bei den 10°
Versuchen (im konkreten Fall: 1363) ausgegeben
werden. Diese grofe Wartezeit wird von wenigen
Schiilerinnen und Schiilern vermutet. Weitere 10° Si-
mulationen ergaben die auf jeweils vier Nachkom-
mastellen gerundeten Schiatzwerte 2,0052; 2,0031;
1,9975; 1,9935 und 1,9996 fiir den Erwartungswert
von Y. Die jeweils maximale Anzahl der maxima-
len Wartezeiten betrug 1891, 1670, 1407, 1556 und
1907. Aufgrund dieser Ergebnisse liegt natiirlich die
Vermutung E(Y) = 2 nahe. Zumindest fiir einige
Lernende wirkt ein derartiges Vorgehen motivierend,
diese Vermutung auch mit Mitteln der Wahrschein-
lichkeitsrechung zu begriinden. Aufierdem wird eine
sinnvolle Vernetzung zur Informatik hergestellt. Wir
sehen in der Benutzung der Statistiksoftware R ganz
allgemein ein grofies Potential fiir den Stochastikun-
terricht.

Um den Erwartungswert von Y herzuleiten, betrach-
ten wir die Wahrscheinlichkeit, kX mal hintereinander
eine schwarze Kugel zu ziehen, also die Wahrschein-
lichkeit des Ereignisses {Y > k}. Mithilfe der ersten
Pfadregel folgt

12 3 k
FY=>0 = 335152
2
T k+D)(k+2)’ ©)

k=0,1,2,.... Durch Ubergang zum Gegenereignis
ergibt sich mit

2
PV <h=1- 0w
eine Formel fiir die Wahrscheinlichkeit, eine der bei-
den roten Kugeln nach spitestens k Ziigen zu erhal-
ten. Da fiir kK — oo Konvergenz gegen eins vorliegt,
zieht man — was jetzt nicht mehr verwunderlich ist —
eine der beiden roten Kugeln mit Wahrscheinlichkeit
eins in endlicher Zeit. Uberraschenderweise bewirkt
die zweite rote Kugel, dass der Erwartungswert der

Wartezeit endlich wird, denn es gilt

P(Y =k) = P(Y<k)—P(Y <k—1)

B 2 2

 k(k+1) (k+1)(k+2)

4

T k(k+D)(k+2)

und damit
E(Y) = ihpa:m
k=1
d 1

- ey 10
Wegen

1 1 1

(k+1)(k+2) k+1 k+2
ist ein aus n Summanden bestehendes Anfangsstiick
der in (10) stehenden unendlichen Reihe aufgrund ei-
nes Ausloschungseffektes gleich 1/2—1/(n+2) und
somit der Wert der unendlichen Reihe gleich 1/2. Fiir
den Erwartungswert von Y ergibt sich somit

E(Y) =2.

Was passiert nun, wenn wir weitere schwarze Kugeln
hinzunehmen? Starten wir anfangs mit zwei roten
und s schwarzen Kugeln und bezeichnen die zufilli-
ge Anzahl der Ziige, bis eine der beiden roten Kugeln
gezogen wird, mit Yy, so ist zu vermuten, dass auch
fiir allgemeines s der Erwartungswert von Y exis-
tiert. Zu vermuten ist auch, dass es bei zunehmen-
der Anzahl schwarzer Kugeln im Mittel ldnger dau-
ern wird, eine rote Kugel zu ziehen. Der Erwartungs-
wert von Y; sollte also mit s monoton wachsen. Wir
wollen herausfinden, ob das der Fall ist und versu-
chen, hierzu Darstellung (5) gewinnbringend zu ver-
wenden. Da das Ereignis {¥; > j} genau dann ein-
tritt, wenn die ersten j— 1 Ziige jeweils eine schwar-
ze Kugel hervorbrachten, folgt mit der ersten Pfad-
regel nach Wegkiirzen von gemeinsamen Faktoren in
Zidhler und Nenner

j—2

s+1
]P>Ys> 1 =
¥ 2J) £1s+€+2

s(s+1)
(s+j=1)(s+))
was sich im Spezialfall s = 1 auf (9) reduziert. Mit-
hilfe von (5) ergibt sich
- 1
E(Y)=s(s+1) - -
W) =640 X 7 e

Wegen
1 ! 1
(s+j—D(s+j) s+j—1 s+j




stellt sich bei der Summation auch hier ein
Ausloschungseffekt ein. Dieser zeigt, dass der Wert
der unendlichen Reihe gleich 1/s ist, und es folgt

E(Y,) =s+1, (11)

was sich mit dem Ergebnis im vorher betrachteten
Spezialfall s = 1 deckt.

Durch folgende Uberlegung kann man auch eine Re-
kursionsformel fiir E(Y;) in Abhingigkeit von s her-
leiten. Wir betrachten den ersten Zug aus der mit 2
roten und s schwarzen Kugeln gefiillten Urne. Be-
zeichnen wir die Ereignisse, in diesem Zug eine ro-
te bzw. eine schwarze Kugel zu ziehen, mit R bzw.
S, so liefert die bisweilen auch als Mittelwertsregel
bezeichnete und eine Verallgemeinerung der Formel
von der totalen Wahrscheinlichkeit darstellende For-
mel vom totalen Erwartungwert (siehe z. B. Henze
(2021), Kapitel 26) die Gleichung

E(Y,) = E(%IR) - P(R) + E(Y,[S)-B(S).  (12)

Dabei bezeichnen E(Y;|R) und E(Y;|S) die Erwar-
tungswerte von Y unter der Bedingung R bzw. S.
In Gleichung (12) unmittelbar bekannt sind P(R) =
2/(s+2) und P(S) = s/(s+2). Da unter der Bedin-
gung R die Zufallsvariable Y; den Wert 1 annimmt,
gilt E(Y;|R) = 1. Um den zweiten bedingten Erwar-
tungswert zu bestimmen, stellen wir folgende Uber-
legung an: Tritt im ersten Zug eine schwarze Kugel
auf, so haben wir einerseits einen im Hinblick auf das
Ziehen einer roten Kugel vergeblichen, mitzuzéhlen-
den Versuch gemacht, zum anderen befinden wir uns
vor dem néchsten Zug in der Situation, dass die Urne
jetzt neben den beiden roten Kugeln s+ 1 schwar-
ze Kugeln enthilt. Der Erwartungswert der notigen
Zige bis zum Auftreten einer roten Kugel ist dann
E(Y5+1)- Es gilt also

E(Y|S) = 14+ E(Yy11).

Einsetzen in (12) liefert dann nach kurzer Rechnung
die Rekursionsformel

s+2

E(Y41) = o (E(Y,) - 1).

Mit der Anfangsbedingung E(Y;) = 2 folgt jetzt (11)
auch induktiv aus obiger Rekursion.

7 Hohere Gesichtspunkte

Sind zu Beginn r rote und s schwarze Kugeln vor-
handen, so gilt fiir die Anzahl X der Ziige bis zum
erstmaligen Auftreten einer roten Kugel
s(s+1)-...-(s+k—1)
(s+r)(s+r+1)-...-(s+r+k—1)

P(X > k)=

und somit

P(X > k) <

T

fiir eine nur von r und s abhdngende Konstante C.
Hieraus folgt, dass im Fall » = 3 auch das zweite
Moment und damit die Varianz von X existiert. All-
gemein existiert bei r, r > 2, roten Kugeln der Er-
wartungswert von X' ~!. Weiteres hierzu findet sich
in Henze und Holmes (2019).
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